Quelques calculs dans les variétés d'alignements  by le Barz, Patrick
ADVANCES IN MATHEMATICS 64, 87-l 17 (1987) 
Quelques calculs dans les vari&t% d’alignements 
PATRICK LE BARZ 
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Soit X une sous-variett d’un espace projectif P. Une preoccupation 
ancienne de la geometric consiste a determiner les sous-espaces lineaires de 
P en position speciale par rapport g X. Parmi ce genre de problemes, on 
trouve celui de determiner les sous-espaces L de P qui sont k-secants a X, 
c’est-&dire tels que L n X soit un k-uplet de P. Si on impose par ailleurs 
d’autres conditions aux sous-espaces L, on obtient un nombre lini de 
solutions qu’il s’agit de determiner par une formule. Ceci a surtout Cte 
Ctudie lorsque X est une courbe. Citons: la formule donnant (en fonction 
du degre et du genre) le nombre de plans tritangents dune courbe de [FD3, la 
formule donnant le nombre de droites tristcantes dune courbe de P4, etc. 
Des qu’intervient ce genre de problemes, on s’apercoit que deux espaces 
naturels a considerer comme espaces de k-uplets de P sont (iP)k et Sym%. 
C’est notamment le point de vue de Schwarzenberger [15]. L’inconvenient 
cependant du premier espace est que les k-uplets consider& sont ordonnes, 
de man&e assez artilicielle: quand une droite est trisecante a une courbe, 
peu importe l’ordre dans lequel elle coupe la courbe. L’inconvtnient par 
contre de l’espace SymkP est qu’il est tout-a-fait singulier (m&me Sym21P2, 
par exemple). 11 est done difllcile d’ttudier des intersections dans cet espace. 
De plus, ni l’un ni l’autre ne sont suflisamment fins pour parametrer par 
exemple les k-uplets concentres en un point. Dans le cas des courbes lisses, 
ce n’est pas grave car un diviseur correspond B un sous-schema. Pour les 
dimensions suptrieures, cela n’est plus possible. 
Le seul espace raisonnable ti considerer pour ce probleme est Hilb?, le 
schema de Hilbert des sous-espaces de dimension 0 et longueur k de P. (Ce 
que nous appellerons k-uplet desormais). 11 est muni dune surjection rc: 
Hilb’T + Sym?. Malheureusement cet espace est lui aussi singulier en 
general [2] et m&me rtductible avec des composantes de dimension plus 
grande que k. dim P [9] ou plus petite que k. dim P [ 101. Autrement dit, 
l’ouvert Hilb: P des k-uplets 5 form& de k points distincts n’est pas dense 
en general! Par contre, les composantes insolites dont il est question sont 
formees de k-uplets a supports “petits,” par exemple un point; seule la com- 
posante Hilb: P domine Sym’T par 71. 
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Duns toute la suite, X etant une sous-vari&tk de P, on s’intt%esse au 
prohl.?me des droites k-s&antes Li X (et non plus des sous-espaces de dimen- 
sion quelconque). Nous allons voir qu’entre l’espace SymkP qui est insuf- 
tisamment tin comme espace de parametres et HilbkP qui “est trop fin,” on 
peut se contenter de travailler dans HilbfP qui est un ouvert de Hilbkp. 
Cet ouvert est par definition forme des k-uplets 4 situ& sur une courbe 
non-singuliere, ou bien encore qui verifient dim T,,t 6 1 pour tout point p 
de Supp 5. (On appellera ces k-uplets curvilignes). Cet ouvert est non- 
singulier, contient Hilb$ p comme ouvert dense et s’envoie surjectivement 
sur Sym’P par 71. 
Cela etant, on s’aperqoit vite de la necessite de considerer une droite 
k-s&ante a X non pas comme un element de la grassmannienne G( 1, p), 
mais comme un k-uplet align6 sit& sur X. (Un k-uplet est dit aligne s’il est 
sous-schema dune droite, appelee use du k-uplet). En effet, regardons par 
exemple la courbe X intersection complete dans P3 de deux surfaces cubi- 
ques et quintiques. (Elle a degre 15 et genre 31). La formule classique 
(Cayley [I, 111.21) donne 135 pour le nombre de droites quadristcantes B 
X. Or pour raison de degre, toute quadrisecante a X est situee sur la sur- 
face cubique et ii n’y en a done que 27. Mais chacune de ces droites coupe 
X en cinq points align&, qui donnent done 5 choix possibles pour un 
quadruplet align& Ceci explique done le 135.... Adoptons cette definition de 
k-s&ante a X comme k-uplet aligne situe sur X. On voit que I’espace des k- 
uplets align& de lp est naturellement une sous-variete AlkP de Hilb:IFD. 
Munie du morphisme 
A.ue: AlkP + G( 1, p) 
c’est une fibration de tibre Hilb”L ‘v pk au dessus de L E G( 1, p). 
Cherchons alors g delinir un schkma des k-s&antes ti X. Le schema de 
Hilbert Hilb”X des k-uplets de X est naturellement un sous-schema de 
Hilb”P; soit HilbtX sa trace sur l’ouvert Hilb: !?. Le schema intersection 
AIhP n Hilb:X (defini par la somme des ideaux) convient pour un schema 
des droites k-s&antes a X. Malheureusement, d’une part sa structure 
nilpotente ne peut pas se “descendre” par Axe dans la grassmannienne 
G( 1, p). D’autre part, ce schema n’a pas forcement la dimension attendue. 
Par exemple, soit X la courbe intersection complete d’une quadrique et 
d’une quartique dans P3. Le schema des quadristcantes d X est de dimen- 
sion 1 et non pas 0. (I1 est forme de deux exemplaires disjoints de P’, 
correspondant aux deux systemes de generatrices de la quadrique.) 
Pour obtenir des formules numeriques, il est done plus raisonnable de 
chercher seulement a definir le cycle des k-sicantes 6 X. Regardons pour 
cela le diagramme oh i est l’injection canonique: 
VARIhl% 
I 
Hilb! X. 
Le cycle associe [HilbrX] est dans l’anneau de Chow de Hilbr P. Done 
i*[Hilb: X] appartient a l’anneau de Chow A’(Al’T). C’est ce qu’on 
appellera le cycle des k-s&antes a X. Quest-ce alors qu’une formule k- 
&ante pour X? Soit Z E A’(Al’T) un cycle de dimension complementaire. 
On obtient un O-cycle Z. i*[Hilb: X] dans AZ% dont le degre (exprime en 
fonction des invariants de X comme degrt, nombres de Chern, etc.) est une 
formule k-s&ante pour X. Dans cet article, on montrera (111.2) comment on 
retrouve les formules k-&antes classiques pour une courbe X quelconque 
de P3 (en fonction du degre et du genre). Dans [13] et [ 143 on ttablira 
des formules k-s&antes, cette fois pour une surface X de IF”, avec 
N=4, 5, 6, 7. 
Le principe de la demonstration est simple: donner une base de l’anneau 
de Chow de A&P et montrer, pour Z dtcrivant cette base, que 
deg Z. i*[Hilb :X] a la forme attendue, a savoir un polynbme de degre k 
en les invariants de X. Or Al’lFD est fibre en lPk au dessus de G( 1, I!?) et cette 
libration provient dun libre vectoriel. Le theoreme de Hirsch-Leray fournit 
alors une base explicite de A’(Al’P). On utilisera en pratique une base 
analogue, mais formte de cycles effectifs simples (11.2). 
Dans la suite, X est une courbe de P3, qu’on notera C. Le cycle Hilb:C 
ttant diflicile a manipuler, on projette C en C’ sur un plan; il existe alors 
un schema r, dans P3, de rtduit C’ avec des composantes immergees, tel 
qu’on ait l’tquivalence rationnelle dans Hilb: P3: 
[Hilbf C] - [HilbrT,]. 
On se ramene done a tvaluer [Hilbf f,] sur la base de A’(AlkP3). Pour ce 
faire, comme HilbEf,, scinde en plusieurs composantes, on evalue sur la 
base chaque composante separtment. 
C’est alors, pour l’ttude de certaines de ces composantes, qu’on s’aper- 
coit qu’entre le schema (IFD)” oh comme on l’a dit les k-uplets sont ordonnes 
de man&e superflue et le schema HilbkP ou il n’y a pas d’ordre du tout, il 
est quelquefois utile de trouver un moyen terme. Par exemple, on aimerait 
avoir des k-uplets oti un point marque serait privi&g@ par rapport aux autres. 
Mais il existe un espace nature1 pour cela: c’est le revetement g k feuillets 
tautologique ‘Hilb’T dttini dans P x Hilb’T. La projection pk: ‘Hilb’p + 
Hilb’T’ est plate par definition. Un point de ‘HilbV est un couple (m, 5) oh 
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m est un point de 5. Dans le cas, on sait dblinir les “k - 1 autres points” de 
5. 11 existe en effet un morphisme lisse note C (comme “complementaire”) 
C: ‘Hilbf P + Hilbf ~ ’ P 
qui “enleve” le point m du k-uplet 4 (III. 1). (Remarquer que C ne se 
prolonge pas de ‘Hilb’P’ vets Hilbk ~ ‘P). On peut dtlinir alors ‘AlkP dans 
‘Hilb% comme ok ‘(Al%). De sorte que C: ‘AZ’T -+ Alk-‘P est une 
fibration en Pi, provenant d’un librt vectoriel de rang 2. Ceci permet de 
donner explicitement une base de l’anneau de Chow de la varitte ‘AlkP. 
Ceci est utile pour effectuer des calculs d’intersection dans ‘HilbFP, plutbt 
que dans Hilb:P (ce qu’on fait en 111.2). 
Enlin, on peut ne pas s’arreter en chemin et vouloir privilegier dans un 
k-uplet non pas un point, mais deux. On delinit pour cela “HilbzP par le 
diagramme cartesien 
“Hilb: P - ‘Hilbf -- ‘P 
I 
Pk I 1 
‘Hilb: P 2 Hilb: ’ P 
qui fait de “Hilb: P un revetement a k - 1 feuillets de ‘Hilbr P. On definit 
alors “AI”P qui est un libri en P’ sur ‘AIkp ‘P, etc. On peut dtlinir ainsi 
une suite de revetements “‘HilbfP’ de Hilbr P, chaque fois que la necessitt 
d’un ordre partiel dans les k-uplets se fait sentir. Les sous-varittes (‘)AlklP 
correspondantes dans “‘HilbFP sont librees en (P’)i x PkPi au dessus de la 
grassmannienne G( 1, P), ce qui permet de calculer leur anneau de Chow 
explicitement. 
(I) DEFINITION DE LA VARIETY DES ALIGNEMENTS 
(I) Rappel sur HilbP PN 
(2) Definition de AlkPN 
(3) Definition des formules k-s&antes 
(II) APPLICATJON DU THBOR~ME DE HIRSCH-LERAY 
(1) Anneau de Chow des librts en Pk 
(2) Anneau de Chow de AlkPN 
(3) Estimation des formules k-s&antes pour une courbe plane 
(III) LE PASSAGE AU COMPLIkMENTAIRE ET SES CONSkQUENCES 
(1) Revetement tautologique et morphisme C 
(2) Quadrisecantes d’une courbe de P3 
(3 ) Autres revetements 
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I. DEFINITION DE LA VARIBTB DES ALIGNEMENTS 
( 1) Rappel SW Hilbt P”‘. 
Le corps de base est algebriquement clos, de caracteristique nulle; on le 
notera UZ. On appelle k-uplet un schema 5 de dimension 0 et longueur k, 
c’est-a-dire que dirncr(r, 4) = k. Si X est un schema projectif, on denote 
par HilbkX le schema de Hilbert [6] des k-uplets de X. Un point de 
(HilbkX),,d est done un ideal I de c?, avec Supp co,jI fini et 
dim, r( X, Q/Z) = k. 
Remarquons qu’un element de Hilbk P’ est donne, a une constante pres, 
par un polynome de degrt k; done Hilb%’ = PT(P’, Co(k)), lui-m&me 
isomorphe a lJJk. Plus generalement, pour une courbe C non-singuliere, on 
sait que HilbkC = SymkC = Ck/Sk oti Sk est le groupe symetrique agissant 
de maniere evidente [6]. 
On a dttini dans [11] l’ouvert HilbfPN de HilbkpN, formt des k-uplets 
curoifignes. Un k-uplet 5 dans PN est dit curviligne s’il est au voisinage de 
chaque point p de son support, situt sur une courbe non-singuliere A. Ou 
encore si dim T,< d 1. Par exemple, un doublet est toujours curviligne. Le 
triplet d’idtal (x2, xv, y’) dans 0 e2 n’est pas curviligne, mais celui did&al 
(x3, y + x2) lest. 
On a montre en [ 111 que HilbtPN est un ouvert non-singulier de 
HilbkPN (car les k-uplets curvilignes sont intersections completes). 11 con- 
tient comme ouvert dense l’ouvert Hilb”, PN des k-uplets form& de points 
distincts. I1 est bien sClr de dimension Nk. 
Une carte de HilbkIFDN en un Clement curviligne 5 situ& sur une courbe 
non-singuliere A est facile a donner et essentiel pour les calculs. On 
l’explicite ici dans le cas de P3, le cas general ttant analogue. On se ramene 
evidemment au cas ou le support de c est un seul point {m}. Soit alors 
(x, y, z) un systeme inhomogene de coordonnles dun ouvert afline de P3 
contenant m, pour lequel m est l’origine et T,,,A la droite {y = z = O}. 
L’idtal I de r est alors (xk, y-/?(x), z-y(x)) dans I!!$,,,,, oh y = b(x), 
z = y(x) est une representation paramttrique locale de A; /?, y E C[ [xl]. On 
a encore I= (xk, y-B(x), z - C(x)) oh cette fois B et C sont des 
polynomes de degre au plus k - 1. Une carte de Hilb’T3 en 5 est alors don- 
n&e par (ai, bi, c;) 0 B i< k - 1, correspondant a l’ideal dans @[x, y, z]: 
k-l k-l k-l 
X+ 1 UiXi,y-B(X)+ C biXi7z-C(x)+ 1 cixi 
i=O i=O i=O > 
’ 
Remarque 1. Le cas ou 5 est aligne (voir la definition en 2)) et non plus 
seulement curviligne, correspondra g prendre B et C nuls. 
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Remarque 2. On a un morphisme nature1 
rc: Hilb%” + SymkpN 
qui a un k-uplet 5 associe [[I, c’est-a-dire les points de Supp 4 comptes 
avec la multiplicite voulue. La restriction de I( a Hilb: PN est un 
isomorphisme sur Sym: PN. Mais 7c n’est cependant pas en general une 
modification: il existe dans HilbkPN des composantes de dimension plus 
grande ou plus petite que kN (voir [9, lo]). 
Enfin, on introduit le notation suivante: si X est un sous-schema de PN, 
Hilb:X designera la trace de HilbkX sur Hilb: PN. (En effet, HilbkX est un 
sous-schema de HilbkpN; voir par exemple [4]). 
(2) Dtfinition de AlkPN 
DEFINITION 1. On dira qu’un k-uplet de PN est align& s’il est sous- 
schema d’une droite (reduite) qu’on appellera a.te du k-uplet. On designera 
par AlkpN l’ensemble des k-uplets align& dans PN. 
Attention. Certains auteurs nomment align& les k-uplets que nous 
appelons curvilignes. 
On a une application naturelle “Axe” de AIkPN dans la grassmannienne 
G( 1, N) des droites de PN, qui a un k-uplet aligne fait correspondre son 
axe. 
Notations 1. I1 sera commode de dessiner un doublet de support un 
point ainsi: ct. De m&me, un k-uplet curviligne de support un point ainsi: 
6’ et s’il est aligne ainsi: elk). Alors par exemple parmi les quadruplets 
suivants 
13) 
/” . 
(3) 
u . 
seuls ceux de droite sont align&, bien qu’ils soient tous les quatre cur- 
vilignes (et de reduit align& tvidemment). 
PROPOSITION 1. AI”PN est une sous-variktb non-sing&&e de Hilbr PN, 
de dimension 2N + k - 2. Elle est fibrPe au dessus de G( 1, N) par Axe, de 
fibre-type HilbkP’ = pk. 
Preuve. On la donne dans le cas N = 3 pour simplifier les notations. 
Un k-uplet aligne est evidemment curviligne, puisqu’une droite est une 
courbe non-singuliere! Pour t E AlkP3, soit (x, p: 2) des coordonntes 
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inhomogenes dun ouvert de carte de P3 contenant 5, l’axe de 5 etant la 
droite y = z = 0. L’ideal de t est alors 
I= (P(X), Y? z) 
oh p est un polynome de degrt k. 
Une carte de HilbtP3 en I est don&e par (ai, bi, ci) (0 <id k- 1) 
correspondant a l’ideal 
k-l k-l k-l 
p(X) + 1 UiXi, y + C biXi9 z + C cixi 
i=o i=O i=o 
Dans cette carte, AlkP3 s’exprime par b, = c, = 0 pour 2 < id k - 1, l’axe du 
k-uplet align6 etant alors don& par les equations: 
y+b,x+b,=z+c,x+c,=O. 
Ainsi AlkP3 est non-singulier, de dimension 3k - 2(k- 2) =4 + k. Les 
equations precedentes montrent que l’application 
Axe: AlkPN -+ G( 1, N) 
est un morphisme. 
Un moyen commode pour se souvenir de la dimension de AlkPN est de 
dire: pour avoir k points align& dans PN, il sufht den connaitre 2 pour 
avoir l’axe, soit coZN possibilites; puis on prend les k - 2 point restants sur 
cet axe. 
Entin, pour montrer que le morphisme Axe est une fibration, soit do l’axe 
dun k-uplet align6 et V un sous-espace lineaire de PN de codimension 2, 
disjoint de 6,. L’ensemble des droites de G( 1, N) disjointes de V forme un 
voisinage U de 6,. On voit grace a la projection sur 6, associee a V, qu’on 
a un isomorphisme au dessus de U: Axee’( U) 1: Ux HilbkG, N U x Pk. 
Remarque 3. Si G = G( 1, N), dtsignons par F dans P”’ x G la variete 
d’incidence et q: F + G la projection. La fibration en P’ q: F + G s’inter- 
prete comme Pw oh w  est le tibre vectoriel tautologique de rang 2 sur G. 
Soit alors 0,( 1) le tibre hyperplan correspondant sur F. La fibration Axe: 
AZkPN -+ G n’est alors rien d’autre que Pq,OF(k). 
On peut encore interpreter AZkPN comme l’image dans HilbkPN du 
plongement par la premiere projection du schema de Hilbert relatif 
HilbkF/G (contenu dans HilbkPN x G). 
(3) Dkjiinition des formules k-s&antes 
Tout d’abord si V est une variete quasi-projective non-singuliere et W un 
sous-schema, on designera le cycle associe dans V par [W]. On notera 
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A’(V) I’anneau des classes d’equivalence rationelle de cycles (ou anneau de 
Chow) de V, gradue par la codimension. A un morphisme f: V-r v’ sont 
associis 
(i) un morphisme d’anneaux gradues f *: A’( V’) -+ A’( V) 
(ii) si f est propre, un morphisme de groupes f,: A’(V) -+ A’( v’) 
relies par la formule de projection: f,( f *x . y) = x. f, y. 
(a) Donnons d’abord un exemple simple de formules multi-s&antes. 
Soit X une courbe non-singuliere dans P3 et considerons le diagramme oti 
les dimensions sont indiquees entre parentheses: 
(7) A13P3 YI HilbjP3 (9) 
Hilb:X (3) 
i dtsignant l’injection canonique. On obtient un l-cycle i*[HilbjX] dans 
M3P3, mais on ne peut encore parler de son degrt. Soit alors ZE A ‘(A13P3) 
un cycle lixt. Le degre du O-cycle 
Z. i[Hilb,3X] 
exprime une formule trisecante pour X. 
EXEMPLE. Soit Z = Axe*a oti cr E A ‘( G( 1, 3)) est le cycle des droites ren- 
contrant une droite lixe. Le degre du O-cycle correspondant representera “le 
nombre de trisecantes a X qui rencontrent une droite tixe” (voir 111.2). 
(b) On peut donner la definition generale de formule k-&ante pour X 
une sous-variete de PN, de dimension p. Considerons le diagramme 
(k + 2N- 2) AlkPN tl HilbrPN (Nk) 
HilbgX (pk) 
oti les dimensions sont indiquees entre parentheses. Ainsi i*[Hilb:X] 
appartient a A k(Np p)(AlkPN). Soit Z un cycle de AlkPN de dimension 
k(N- p). Le degre du O-cycle 
Z. i*[HilbrX] 
de AlkPN represente une formule k-s&ante pour X dans PN. On en donnera 
deux exemples en III.2 pour une courbe de P3. Voir aussi [13] et [ 143 
pour le cas des surfaces. 
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II. APPLICATION DU T&OR&~ DE HIRSCH-LERAY 
(1) Anneau de Chow des fib&s en [Fpk 
Si M est un Z-module, on dtsigne MQ, Q par Mo. 
LEMME 1. Soit n: X--f S un fibrk en Pk provenant d’un jibrC vectoriel de 
rang k+ 1. Soit Z un cycle de A’(X) avec Z$x*Al(S). 
Alors pour 1 <i < k, on a l’~galit~ des espaces vectoriels A’,(X) = 
x*A’,(S)@z*A&,-(S).ZO ... @n*A!&(S)+?. 
Preuve. Soit oX( 1) le libre hyperplan relatif sur X et t = c1 oX( 1) le cycle 
de Grothendieck. D’apres le theoreme de Hirsch-Leray, A’(X) est via 7c* 
un A’(S)-module libre engendrt par 1, <, <*,..., tk. (Noter en particulier que 
x*: A’(S) -+ A’(X) est injective). 
Autrement dit, on a l’egalitt des Z-modules 
Entre autres, il vient done 
A’(X) = n*A1(S)@~*Ao(S). 5. 
Ecrivons alors Z = n*h + c$ oti h E A’(S) et c1 E A’(S) N Z (on peut tou- 
jours se ramener a S connexe). Comme par hypothbe Z$ n*A’(S), on a 
u # 0, ce qui donne 
5 = u’Z + x*h’ 
oh cd E Q et h’ E Ah(S). 
De (*), il vient en developpant 5” = (a’Z+ n*h’)m par la formule du 
binome, l’egalite 
A&(X)=x*Ak(S)+n*A&‘(S).Z+ s.0 +n*A&(S).Z’. 
Montrons que la somme est en fait directe. Comme pour n < k la mul- 
tiplication par r” de n*A’(S) dans A’(X) est injective, on tire de (*): 
dim A’,(X) = i dim n*A’,-j(S) 2 i dim z*A’,- j(S). Z’ 
j=O j=O 
2 dim A&(X). 
I1 en resulte 
A&(X)=z*A&(S)@7t*A&‘(S).Z@ ... @n*A$(S).Z’. 
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LEMME 2. Soit ‘II: X -+ S un fibrt en [FDk provenant d’un fib& vectoriel de 
rang k+ 1. Soit ZEA’(X) et Fla classed’unefibre. Alors Z$z*A’(S)siet 
seulement si Z. F # 0. 
Preuve. On ecrit comme precedemment Z = rc*h + at avec h E A’(S) et 
CI E Z. Dune part z*h. F= rc*h . n*(point) = 0 et d’autre part F. r # 0 (4: est 
A’(S)-libre). Par suite Z. F= 0 si et seulement si a = 0. 
(2) Anneau de Chow de AlkpN 
Soit G = G( 1, N) la grassmannienne des droites de PN et Axe: AlkpN + G 
la fibration introduite en 1.2. On y a vu (remarque 3) qu’elle provenait d’un 
fibre vectoriel de rang k + 1. 
Notations 2. Soit X un hyperplan de PN et V l’hypersurface de AlkpN 
dttinie par les k-uplets align& t ayant au moins un point sur 2. Remar- 
quer qu’un k-uplet align& contenu dans X est evidemment limite de 
k-uplets align& ayant exactement un point sur X. 
Soit Z = [V] le cycle associe dans A’( AlkpN). Nous allons voir que Z 
n’appartient pas a Axe*A’(G). En effet, soit F le cycle de A’(G) detini par 
une tibre. Soit L une droite de G, non contenue dans T?‘. On voit que Z. F 
admet comme representant Vn Axe--‘(L), c’est-a-dire les k-uplets sur L 
ayant un point fix& Done Z. F est effectif, ayant un representant 
isomorphe a Hilb”- ‘L ‘v pk.- ‘. Par suite Z. F est non nul et par le 
lemme 2, Z n’est pas dans Axe*A’(G). 
D’apres le lemme 1, on a ainsi pour 1 < i ,< k, 
i 
A&(AfkPN)= @ n*A&-,-(G).ZJ. (**I 
,=O 
Nous allons essayer de preciser des representants des cycles Z’. Pour 
cela, on introduit les 
Notations 3. Soit i < k un entier et ix; ,..., x des hyperplans de PN en 
position g&r&ale. Soit Hi la sous-varitte de AlkpN formee des k-uplets 
align& 5 ayant au moins un point sur chacun des q,..., x. 
On montre alors la 
PROPOSITION 2. On a dans A&(AlkPN) l’&galite’ des sous-espaces vec- 
toriels: 
A&(AlkPN) = @ Ax-e*A&,-/(G).[H,]. 
I=0 
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Preuve. D’aprh (w), il suflit de montrer que Zj est igal a [H,] pour 
j< i dans A*(MkPN). Soit pour cela Vi, V2,..., Vi les hypersurfaces de 
AZkPN associees a Xi, X2,..., * (notations 2). Comme Z = [Vi] = *. . = 
[Vi] dans A’(AlkPN), montrons que Zj est Cgal a [Y, n V2 n *-. n Vj]. 
I1 suffit pour cela de montrer que Vi, V2,..., Vi se coupent gtntriquement 
transversalement. C’est le calcul qui suit, effectue dans P3, pour simplifier. 
Soit r un k-uplet align& dans V, n . *. n Vi. En prenant un hyperplan a 
l’infmi qu’il ne rencontre pas, on se ramene a C3 avec Axe 5 &gal a l’axe des 
x (en choisissant un systeme de coordonnees (x, y, 2)). Soit ti,..., lk les 
abcisses des points de 5. Les equations des plans Xi,..., % de P3 sont 
a;(X-l;)+/Jiy+yiZ=O, 
avec a,, a2 ,..., ai tous non nuls (car Axe 5 d &). Une carte de G = G(l, 3) 
en la droite y = z = 0 est donnee par (a, b, c, d) correspondant a la droite 
y=ax+b, z=cx+d. 
Les k-uplets voisins de 4 sont alors rep&s par leurs abcisses: 
~,+u,,52+U*,...,rk+Uk 
de sorte que (u, , u2 ,..., uk, a, b, c, d) consitue une carte de AlkP3 en g. 
Comment s’expriment Vi, V2,..., Vi dans cette carte? I/, s’exprime par le 
fait que le point 
(51+u,,a(5,+u,)+b,c(5,+u,)+d) 
doit etre sur le plan Zi, ce qui donne 
alul+Bl(a(51+u,)+b)+yl(c(51+u,)+d)=0. 
Idem jusqu’d Vi: 
On regarde alors les applications lineaires tangentes a ces equations et on 
constate qu’elles sont independantes car les a1 ,..., ai sont tous non nuls. 
L’assertation de transversalite est done montree, d’od la proposition 2. 
(3) Estimation des formules k-s&antes pour une courbe plane 
11 peut sembler bizarre de calculer de telles formules pour une courbe 
plane: toute courbe plane de degre n a en effet une infinite de n-&antes! 
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C’est pourtant comme il apparaitra, un pas dans la demonstration des for- 
mules pour une courbe de P3: on passe en effet d’une telle courbe a un 
schema dont le reduit est une courbe plane (voir 111.2). 
Dans ce paragraphe, X est une courbe reduite de degre n dans P2, non 
necessairement lisse ou irreductible. On a le diagramme: 
(k + 2) AZkP2 ti HilbtP2 (2k) 
b 
HilbtX (k) 
Le cycle i*[HilbtX] appartient done a A2(AlkP2). Seuls les cas k= 3 et 
k = 4 nous interesseront. 
(a) TrisPcantes (k = 3). 
PROPOSITION 3. Soit X une courbe rPduite de P”, de degrk n. Pour tout 
cycle KE A2(A13p2), le degrP du O-cycle 
K.i*[HilbjX] 
dam A13p2 est de la forme 
n(n - 2)(an + b) 
06 a et b sont des constantes ne dipendant que de K. 
Preuve. Soit D, et D, deux droites distinctes lixtes de P’, coupant X 
transversalement en des points simples. Vu la proposition 2, une base de 
A&(A13P2) est donnte par 
(i) Axe*( .) oti * est le cycle forme d’une droite lixee de P2, 
(ii) Axe*(d). [H,] 06 A dbsigne le cycle des droites de P2 passant 
par un point lixe 0 et [H,] le cycle des triplets coupant D,, 
(iii) Axe*(l). [N2] oti [Hz] est le cycle des triplets coupant D, 
et D2. 
Les calculs qui suivent ont lieu dans A’(Af3P2): 
(i) Axe*(.). i*[Hilb:X] = (;): on le voit en prenant trois points 
parmi les n formant I’intersection de X et de la droite fix&e. 
(ii) Axe*(A). [H,].i*[Hilb,3X] =TZ(~;‘): il y a en effet n points 
d’intersection de D, et X et l’on doit choisir l’un d’eux, qu’on 
notera m. I1 reste a prendre deux autres points sur la droite 
7% parmi les n - 1 restants. 
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(iii) Axe*(l)* [Hz]. i*[HilbzX] = n2(n- 2): en effet, il y a deux 
fois un point h prendre parmi les n points d’intersection de D, 
et D2 avec X, ces deux points dkterminent une droite et il faut 
done en prendre encore un parmi les n -2 restants sur la 
droite et sur X. 
On a ainsi verifik. l’assertion sur les tltments d’une base de A&(A13P2) et 
la proposition 3 est done dCmontrCe. 
(b) Quadrishzntes (k = 4) 
PROPOSITION 4. Soit X une courbe reduite de P2, de degrt n. Pour tout 
cycle K E A2(A141?‘*), le degrt du O-cycle 
K. i*[Hilb:X] 
dans A14p2 est de la forme 
n(n - 2)(n - 3)(an + b) 
oti a et b sent des constantes ne dipendant que de K. 
Preuve. Comme prCcCdemment, soit D, et D, deux droites de IF”. 
Notons toujours [H, ] et [H2] les cycles associks dans A14P2 (notations 3). 
Une base de A2,(A14p2) est, d’apr&s la proposition 2: 
Axe*(. ), Axe*@). CH, 3, Axe*( 1). [H2]. 
Les calculs suivants ont lieu dans A’(A14P2) et sont laisds au lecteur: 
Axe*(.)*i*[Hilb;lX] = l , 
0 
Axe*(d). [HI] .i*[Hilb:X] =n , 
Axe*(l). [Hz] .i*[HilbzX] =n2 . 
L’assertion est done vtrifiCe sur les Gments d’une base de AL(A14P2) et la 
proposition 4 est ainsi dkmontrte. 
111. LE PASSAGE AU COMPLhFiNTAIRE ET SFS CONSiQUENCES 
Comme on l’a expliqui dans l’introduction, g un k-uplef curviligne ayant 
un point marqut, on peut faire correspondre les k - 1 points restants. Ceci 
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sera utile pour calculer l’anneau de Chow d’un certain revetement ‘Al’TN a 
k feuillets de AlkPN. (Ce sera en effet un tibrt en P’ sur Alk ~ It@). 
Cet intermediaire technique permet alors de donner par exemple la 
formule des quadrisecantes pour une courbe quelconque de P3. 
(1) RevtQement tautologique et morphisme “complPmentaire” 
DEFINITION 2. Soit ‘HilbkpN le revetement ramifie tautologique a k 
feuillets de Hilbk$“‘. On a ‘HilbklFDN c [FDN x HilbkPN et en tant qu’ensem- 
ble, il est dtfini par (m, r) E ‘HilbktPN si et seulement si m E r. 
Soient p et p les projections sur PN et sur HilbkpN. Le revetement p est 
propre et plat, par definition du schema de Hilbert. 
Notations 4. Soit ‘HilbrPN l’image reciproque par p de I’ouvert 
Hilbt PN et soit ‘Hilb: pN l’ouvert de ‘Hilbt PN forme des (m, 5) avec 5 sim- 
ple en m. 
On a un morphisme nature1 “compltmentaire” 
C: ‘Hilb/;[FDN + Hilb” ‘Piv 
(4 5) t* 5-m 
qui en&e le point m de 5. Ce morphisme est a valeurs dans Hilb:- lPN 
puisque 5 lui-m&me est curviligne. 
Ce morphisme se laisse prolonger en tant qu’application de ‘Hilb: PN 
dans Hilbf ’ pN. En effet, si 5 est la reunion de 5, et r, ou 5, est un 
k’-uplet de support {m) et t, un (k - k’)-uplet disjoint de m, on pose 
ou <‘, est le (k’ - 1 )-uplet de support {m} sit& sur la m&me courbe non- 
singuliere que 4,. Par exemple, on a pour 
. . 
(3) 
i’= ,” 
/* 
I ’ 
C(m, i;) = 
t 
. . 
On a la 
PROPOSITION 5. L’application C prPcPdente est un morphisme lisse de 
‘Hilb! PN vers Hilb:-’ PN. 
Preuve. Cette proposition se montre par recurrence sur k. Par 
hypothese de recurrence, le cas de (rn, 0 avec long,< <k est deja connu. 
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Le seul cas a regarder est done celui de (m,, g,) od &, est curviligne de sup- 
port {)nO}. On fait intervenir alors un automorphisme du germe de [FpN en 
m,, pour que &, devienne align& 
Pour simplifier les notations, on traitera uniquement le cas k=4 dans 
P3. Le lecteur generalisera sans difficult6 pour k quelconque et N> 4. (11 
suffira de remplacer 
par 
a3, +, a,, aO 
i b3,b2,bl,bo et 
, c3, c2, Cl 7 co 
b k-1”’ 
bo et 
ck-l”‘cO 
Soit done (x, y, z) un systeme de coordonnees inhomogbnes dun ouvert 
affine de P3, centrees en m,, pour lesquelles l’ideal de lo est 
Z(50) = (x4, Y, z). 
Une carte de Hilb:P3 en to est alors don&e par les l did&al 
Z(t) = (x4 + u3x3 + a2x2 + u,x + ao, y + b3x3 + b2x2 + b,x + b,, 
z + c3x3 + c2x2 + CIX + co). 
Soit (X, Y, Z) rep&rant un point m voisin de m,. On obtient ainsi une carte 
du produit P3 x Hilb;lP3 en (m,, to) et ‘Hilb:[FP3 y est donni par les 
equations exprimant que m est sur 5, soit: 
X4+u3X3+u2X2+u,X+uo=0, 
Y+b3X3+b2X2+b,X+bO=0, (*) 
z+c3x3+c2x2+c1x+co=o. 
De sorte qu’une carte de ‘Hilb:P3 en (m,, 5,) est form&e par 
x a,, a27 a37 
bo, b,, b,, b3, 
co, Cl, c2, c3, 
au vu des trois equations precbdentes qui donnent a,, Y et Z. 
(**) 
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Maintenant le triplet q0 = C(m,, to) a, par dkhition, pour id&al: 
I(rlo) = (x3, Yv z). 
Une carte de HilblP3 en q0 est donnte par 
P2, PI, PO, 
427 419 901 
r2, rl, ro, 
correspondant d l’idCa1 
(***) 
Z(~)=(~~3+p2x2+p1x+po,~v+q2x2+q1x+q0,~+r2~~2+r,~+ro~ 
Comment s’exprime C dans cette carte? Soit TC: C3 + Q= la projection sur 
l’axe des x. On a C(m, {) = r] si et seulement si 
(i) n(t) = z(q) u {X} (X ktant I’abcisse de m), 
(ii) v]cr. 
La condition (i) s’exprime par l’identitt: de polynbmes 
x4+u3X3+u2.~2+.,x+a,=(X3+p2x2+p,x+po)(x-X) 
d’oh I’on tire les trois relations 
a3 = p2 -X a2=pl-Xp2, a,=po-XP,, 
soit encore 
p2=u,+X 
p,=U2+U3X+X', 
po=a,+u,X+a3X2+X3 
(Cl) 
(et aussi a, = - Xp, qui est consiquence des prkkdentes et de (*)). 
La condition (ii) s’exprime elle, par I’inclusion d’idkaux Z(q) 3 Z(r). Or 
demander par exemple que y+ b3x3 + bzx2 + b,s+ b. soit dans Z(q) 
revient A demander que la diffkrence avec y + q2x2 + q, x + q. le soit aussi, 
c’est-A-dire: 
b3x3 + (b, - q2) xz + (b, - q,) x + ho - q. multiple de x3 + p2xz + p1 x + po. 
On en tire 
b2-q,=b,p,> b, -41 =b,p,, bo - qo = b, ~0. 
De m&me avec c2, cl, co. 
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Ceci s’exprime encore par 
qz=bz-&p2, r2=c2-c3pz, 
91 =b, -&ply rl’cl -C3Pl, (C2) 
go=&-&pm r-0 = cg - c3 po. 
En remplacant p2, pl, p,, par leurs valeurs, on voit grace a (C 1) et (C,) qui 
expriment C dans les cartes (**) et ( ***) que C est un morphisme. De plus 
il est lisse car l’application lineaire tangente T,C est visiblement surjective. 
Remarque 4. Bien entendu l’hypothese “curviligne” est necessaire dans 
ce qui precede. Soit par exemple t c P2 le premier voisinage infinitesimal 
dun point m de P2 ; c’est un triplet non curviligne. On ne peut lui attacher 
de man&e canonique un doublet de support (m]! (cf. Remarque 5). 
(2) Quadrikcantes d’une courbe de P3 
(a) Soit C une courbe non-singuliere de P3 (non necessairement con- 
nexe), de degre n. Si on projette generiquement C sur un plan P, on obtient 
une courbe C’ ayant h croisements normaux comme uniques singularitb. 
Le nombre h s’appelle nombre de “points-doubles apparent? de C. Si C est 
connexe, on sait que le genre g est lie a h par 
g=(n- l)(n-2)-h 
2 
Si l’on regarde le diagramme (ou les dimensions sont entre parentheses): 
(8) AZ4P3 c=& Hilb:P3 (12) 
Hilb4C (4) 
on s’apercoit que i*[Hilb4C] est un O-cycle de M4[FD3 et on se propose de 
calculer son degre q(C), qu’on appellera “nombre de quadrisecantes a C.” 
On va pour cela montrer la 
PROPOSITION 6. II existe des contantes a, b, u et v telles que pour toute 
courbe non-singulit?re C de P3, de degrt! n avant h points-doubles apparents, 
le degre q(C) soit 
h 
n(n-2)(n-3)(an+b)+h(n-3)(un+v)+ 2 . 0 
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D’aprQ [8, p. 2591, il existe un sous-schtma relatif I’,T de P3 x C avec 
r/c* 2: Cx @* et de plus, plat sur @. Sa fibre r, en 1 est C et sa libre r, 
en 0 a pour reduit C’. Si on dtsigne par AI,,..., M, les points-doubles de C 
etM\l’... Mjl’) leur premier voisinage infinitesimal dam P3, on a l’egalite de 
schemas (cf. [12]): 
r,=c’“&fyuMy’u ... “ML”. (*I 
Notations 5. (1) Soit pour 1 <j< h, U-’ la partie de Hilb:P3 form&e des 
quadruplets d v d’ od 
(i) d est un point-double de P3 de support (M,}, 
(ii) d’ est un doublet dans C’ - { M,J. 
Soit 0’ son adherence dans Hilb:P3. On a o-jc HilbzT, par la structure 
meme des nilpotents de r,(*). 
(2) Soit pour 1 <j< k d h, Vik la partie de Hilb;2P3 formee des 
quadruplets du d’ ou d (resp. d’) est un point-double de P3 de support 
{M,} (rev. (Mk) ). 0 n a VJk c Hilb:T, toujours par la structure m&me 
de r,. 
On a montre en [12] les rtsultats suivants: 
(i) (Hilb:rO),,, est reunion de (Hilb;2C’),,d, des Ujet des Vjk, 
(ii) Hilb;lF’,, est generiquement reduit le long de toutes ces com- 
posantes, 
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(iii) On a l’tquivalence rationelle dans Hilb:P3: 
[Hilb4C] N [HilbgT,,]. 
Des lors, on a l’egalite i*[Hilb4C] = i*[Hilb:T,,] dans A’(A14P3) et 
done, vu (i), (ii), et (iii): 
q(C)=degi*[Hilb:C’]+ c degi*[O’]+ 1 degi*[Vjk]. (w) 
Evaluons ces differents degres. 
deg i* [ Vjk] = 1, correspondant (avec 
solution: 
On voit deja facilement que 
multiplicite 1, voir [ 121) a l’unique 
Par suite le dernier terme de (**) est (‘;). 
(b) Eualuons deg i*[HilbfC’]. 
L’intersection schematique de A141FD3 et Hilb:P est AZ4P, d’ou le 
diagramme od les fleches sont les injections canoniques: 
(8) AZ4p3 C+--+ Hilb;lP3 (12) 
I: 
u 
I 
(6) Af4P 7 HilbPP (8) 
+ 
Hifb: C’ (4) 
En observant le carre precedent, on s’apeyoit que l’intersection de A14p3 et 
Hilbt P dans HilbfP3 est excidentaire. On va done appliquer le theoreme 
de Fulton-MacPherson [3]: 
TH~OR&ME (Fulton-MacPherson). Soit Y me sous-vari& non- 
singuli&e de la varitk! non-singulike X. Soit A me sous-vari&tt de X et 
Z=AnY. 
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Considerons le diagramme commutatif ozi les fleches sont les injections 
canoniques: 
A”X 
Si I est localement intersection complete dans A et si dim I= 
dim A + dim Y-dim X+ r, alors pour tout cycle a darts Y, le cycle i*u,a 
dans A est &al a v*(c~. w*a) ou c, est un certain cycle dans A’(I). 
Appliquons le theoreme de Fulton-MacPherson a la situation 
prectdente avec a = [Hilb;lC’] et r = 2. 11 vient 
degi*[Hilb:‘C’]=deg(cz.w*[HilbfC’]) 
ou c2 est un certain cycle lixe de A2(A14P). D’apres la proposition 4, ce 
degrt est la forme 
n(n - 2)(n - 3)(an + 6). 
(c) Evaluation de deg i*[ 0’1. 
Notons pour simplifier M, par M et soit O= 0’ la composante 
correspondante de Hilbf T, (notations $1). 
Regardons comme toujours le diagramme commutatif ou les dimensions 
sont entre parentheses: 
(8) A14p3 CI HilbgP3 (12) 
t 
b 
D (4). 
On se propose de determiner le O-cycle i*[ u] dans A14p3 et on va pour 
cela prouver le 
LEMME 3. Soit C une courbe reduite de P3, de degre n, C’ sa projection 
generique sur un plan P et 0 une des composantes de Hilb f f, introduites 
preddemment. 
Alors le degre du O-cycle i*[u] de A14p3 est de la forme 
(n-3)(un+v) 
oti u et v sont deux constantes. 
Malheureusement ici, l’intersection de U et A14p3 dans Hilb:P3 est non 
VARIl%S 107 
propre. En effet, leur intersection ensembliste Z est formee des quadruplets 
dud’oli 
(i) d est un point double de P a support {M}, 
(ii) d est un doublet dans C’ n Axe d. 
L’intersection Z est done une courbe, rev&tement a (“7 ‘) feuillets de P’. 11 
s’agit done la encore dune intersection exddentaire. On pense done a 
appliquer le thtoreme de Fulton-MacPherson cite plus haut. 
Voici alors une esquisse de solution, qui ne conuiendra pas et qu’il faudra 
modifier pour avoir une solution correcte. 
Dtsignons par Hilbf+3P la sous-variite de HilbzP3 formte des 
quadruplets 5 verifiant 
lo@5 n P) 2 3, 
c’est-a-dire les quadruplets “ayant au moins trois points” sur P. C’est une 
sous-varitte de dimension 9 qui contient visiblement IT. Son intersection 
ensembliste avec AZ4P3 est exactement A14P puisqu’un quadruplet aligne 
ayant trois points dans P est lui-m&me dans P. 
On a done le diagramme commutatif oti les dimensions sont entre 
parentheses: 
(8) AZ4[FD3 6 Hilb:IFD3 (12) 
I 
II 
I 
u 
(6) A14P c=% Hilbj.+3P (9) 
I I 
(1) z C D (4). 
La non-proprete de l’intersection vient done du carre du haut, comme le 
montre l’examen des dimensions. 
Si Hilbt+3P hit non-singuhh, par le thtoreme de Fulton-MacPerson 
on aurait tgalite entre i*u,[O] et u*(cl. w*[O]) oh c, est un cycle lixt de 
A’(A14P). Si de plus A14P et 0 se coupaient par exemple transversalement 
dans Hilbf+3P, on aurait egalite entre w*[ 01 et [Z]. 11 ne resterait plus 
qu’a verifier que ci . [Z] a bien un degrt de la forme (n - 3)(un + u) en 
exhibant une base de A’(A14P). 
Malheureusement, Hilbf +3P est au voisinage de AZ4P tout-a-fait 
singulier et on ne peut done utiliser ce raisonnement directement. L’idte va 
consister a passer au revetement tautologique a 4 feuillets de Hilb2P3. On 
“relbve” le diagramme precedent et on applique, cette fois legitimement, le 
thioreme de Fulton-MacPherson comme il a Cte indique. 
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Soit done ‘Hilb: IFD3 le revetement tautologique de Hilb:P3 deiini en (1). 
Le morphisme p = p4: ‘Hilb: P3 -+ HilbfP3 est plat par definition. 
Designons par ‘Af4p3 et ‘A14P les images inverses par p de A14p3 et 
A14P. On a vu (proposition 5) qu’il existe un morphisme lisse 
C: ‘Hilb:P3 + HilbjP3 
qui a (m, 5) associe le compltmentaire de m dans 5 (trivialement defini si (I 
est simple en m). Remarquons que 
C: ‘A14p3 + A13p3 
est une tibration en P’ provenant d’un fibre vectoriel. En effet, si w est le 
fibre tautologique de rang 2 sur la grassmannienne G( 1, 3) et Axe: A13p3 + 
G( 1, 3) le morphisme habituel, considerons le libre Axe*w sur A13p3. Le 
fibre en P’ associe P Axe*o n’est rien d’autre que ‘A14EJ3; sa tibre en le 
triplet q est en effet formee des points sit&s sur Axe II. 
Soit ‘Hilbf +3P l’image inverse par C de la sous-varitte non-singuliere 
Hilbi P de Hilbj P3. Elle est done non-singuli2re (puisque C est lisse) et de 
dimension 9. L’intersection ensembliste de ‘A14p3 et ‘Hilbf + 3 P est evidem- 
ment ‘A14P puisqu’un quadruplet aligne ayant trois points dans P est lui- 
m&me dans P. 
Par ailleurs, soit U’ la sous-variete de ‘Hilbi. + 3 P ainsi definie: c’est l’en- 
semble des (M, 5) avec 5 E u. L’intersection ensembliste de ‘A14P et u’ dans 
‘Hilb’ + 3P est la sous-variete Z’ de dimension 1 formee des (M, 5) ou 5 est 
align:, Axe t passe par M, long,,,,< 3 2. (Autrement dit, on a 5 E I). On a 
done finalement le diagramme commutatif ou les dimensions sont indiquees 
entre parentheses: 
(8) ‘Aj4p3 ci’ ‘Hilb:P3 (12) 
1,’ 
I I 
u’ 
(6) ‘A14P 6 ‘Hilbf. +3P (9) 
I I 
(1) I’ c u (4). 
VARIkTbS 109 
L’intersection schematique de ‘A14P3 et ‘Hilb:+3P dans ‘HilbzP3 est 
non propre et on peut (puisque ‘Hilb, l+ 3P est non-singulibre) appliquer 
la formule de Fulton-MacPherson. C’est-a-dire que pour tout 
01 E A’( ‘Hilb, 1+3P), on a 
i’*u’,a = o;(c, + w’*a) 
oii cl est un cycle Iixt de A’(‘A14P). 
Appliquons cela a c( = [U’]. 
LEMME 4. On a w’*[U’] =Z[Z’] dans A’(‘A14P). 
Preuve. C’est un simple calcul en coordonnles; voir 1’Annexe. 
On trouve done par Fulton-MacPherson 
2*u;[vl]=u;(c,‘w’*[u)])=u;(2cl* CT]). 
Or on a le diagramme commutatif 
‘,414P3 ci’ ‘HilbzP3 3 CT 
P 
I 
P 
I 
Aj4P3 ti Hilb:P3 3 u. 
Comme p est plat, par la formule du changement de base, il vient 
i*p*c uq = p*i’*[ V]. 
Or on a p,[ V] = [U] car a un quadruplet r de D correspond un seul 
choix possible pour (m, c) a savoir m = M. 11 vient done 
i*[O] =p.+i*[D] =p*i’*[U’]. Mais on a calcule i’,[U’] =i’*&[U’] 
prtddemment: c’est 2442~~ 3 [1’]). Ainsi 
i*[o] =p*u’,(2c,* [Iq). 
Ainsi le degre cherche deg i* [ 01 est celui de 2ci. [Z’] oh c1 est un cycle 
lixiz de ‘A14P. 
11 reste done a vei-fier pour Z decrivant une base de A1(‘A14P) que 
deg Z. i* [ 01 a bien la forme indiquee. 
Mais C: ‘A14P + A13P est une libration en P’ provenant comme on l’a vu 
dun fibre vectoriel. D’apres les lemmes 1 et 2 on a done 
Ab(‘AZ4P) = C*A&(A13P)@ C*Ag(A13P). Z 
pour tout diviseur Z de ‘Ai4P verifiant Z. F # 0 , F Btant une libre de C. 
110 PATRICK LE BAR2 
Or si p: ‘A14P -+ P est la projection (m, 5) c* m, posons B = p*h oti h est 
le diviseur hyperplan de P. On a alors deg B * F = 1. (En effet si q est un 
triplet align6 de P, Axe v rencontre une droite fixe en un seul point qui 
done determine m; d’ou un unique couple (m, 5) avec C(m, {) = v.) 
I1 vient ainsi 
AL(‘AZ4P) = C*A&(A13P) @ C*A;(A13P). 9. 
Par ailleurs, on a Axe: A13P + G( 1, P) = P* et on sait (proposition 2) que 
A&(AZ3P)=Axe*A&(P*)@Axe*A0,(P*). [HI] 
ou [HI] est forme des triplets ayant un point sur une droite tixte X. 
Entin, A’(P*) est engendre par le cycle 0 des droites passant par un point 
lixe 0 de P. 
On a alors les degres d’intersection suivants dans ‘A14P: 
(i) C*Axe*a . [I’] = (“7 ‘): la droite OM recoupe C’ en n - 2 autres 
points que M, parmi lesquels il faut en choisir deux. 
(ii) C*[H,] . [Z’] = n(n - 3): la droite SF coupe C’ suivant n points; 
soit 0 I’un de ces points. La droite OM recoupe C’ en n - 3 autres points, 
parmi lesquels est a prendre le quatrieme point. 
(iii) 9. [I’] = 0: I’ etant formt des couples (M, 0, le point M qui est 
tixe n’appartient par a une droite fix&e de P. 
Dans les trois cas, il s’agit bien de la forme (n - 3)(un + u) indiquee. Le 
lemme 3 est done demontrt puisque comme on l’a vu, deg i*[ U] = 
2 deg c1 . [Z’] ou c1 E A’(‘Af4P) est fix& 
Du coup, la proposition 6 est demontree, comme consequence de (w). 
(d) Conclusion. 
D’apres l’enonct de la proposition 6, pour une droite L de P3, on a 
q(L) = 2(a + 6). Considerons la courbe reunion de quatre droites disjointes 
de P3. On sait [16, p. 3011 que quatre droites de P3 possedent 2 
quadrisecantes (avec en plus de notre point de vue, les quadruplets align& 
qu’elles contiennent). Done pour cette courbe on a 
q = 2 + 4(2(a + b)). 
Plus gentralement, soit C la reunion de n droites disjointes de P3. Par le 
m&me raisonnement, on a 
4(C) =2 0 1 +n(2(a+b)). 
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Or pour la courbe C on a h = (;). D’aprb la proposition 6 il vient: 
+2n(a+b)=n(n-2)(n-3)(un+b)+ ; (n-3)(un+u)+ 
0 
. 
On en tire pour 
n = 2: 4(a+b)= -(2u+u), 
n=3: 6(a+b)=3, 
n=oo: 2=24a+12n+3. 
Enfin la reunion C dune cubique gauche r et dune droite L disjointe n’a 
pas de quadristcante, puisqu’une cubique gauche n’a pas de trisecante; 
sauf, de notre point de vue, les quadruplets align&s sur L. Done q(C) = 
q(L) = 2(a + b). D’ou puisque n = 4 et h = 4 pour C, par la proposition 6: 
De ce systeme de quatre equations on tire les valeurs 
1 13 
u= -24’ b=z, 
u = 0, v= -2. 
On a done montre le 
TH~OR~ME. Soit C une courbe non-singulike de P3, de degrk n uvec h 
points-doubles upparents. Alors le degrt q(C) du O-cycle i*[Hilb4C] duns 
AZ4P3 (nombre de quudristcantes ci C) est 
h - n(n-2)(n;3)(n- 13)-2h(n-3)+ 2 
0 
(formule de Cayley). 
Remarquer qu’il n’y a pas d’hypothese de gentricite sur C. Pour d’autres 
Cnonces de cette formule, voir [S, 7, 173. 
(e) Formule des triskantes. 
On a defini en (1.3.a) le nombre de trisecantes a une courbe de P3 
coupant une droite tixe. C’est le degre t(C) du O-cycle 
Axe*a . i* [Hilb’C] dans A131Fp3. 
Soit Wj la partie de Hilbf P3 formee des triplets d u m oh 
(i) d est un doublet de P3 de support (M,}, 
(ii) m est un point simple de c’ - { Mj). 
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Soit m” son adherence dans Hilb,‘P3. On a Fjc Hilb:T,, par la structure 
nilpotente de r,. 
Par ailleurs, on a [Hilb3C] - [Hilb,3T,] et (Hilb:r,),,, est reunion de 
(Hilb,’ C’)red et des Fj (j = 1, 2,..., h). D’ou 
r(C) =deg i*[Hilb:C’) + i deg i*[ mj]. 
j=l 
On laisse au lecteur le soin de se convaincre que deg i*[ IT’j] est n - 2, 
car l’axe doit rencontrer une droite lixe, ce qui implique n - 2 choix pour le 
point m dans le triplet t. 
11 vient done, par la proposition 3: 
t(C) = n(n - 2)(an + b) + h(n - 2). 
Pour une droite et pour une cubique gauche, on a Cvidemment t=O. D’ou 
0= -(a+h)=3(3a+6)+1, soit 
a= -1 6, b=;. 
D’oti la formule (CayIey) pour une courbe lisse quelconque de P3, de degrt! n 
et h points-doubles apparents: 
t(C)= - 
n(n- l)(n-2) 
6 
+ h(n - 2). 
(Voir [ 121 pour le detail des demonstrations.) 
(3) Autres revCtements 
On a vu I’utilite au paragraphe precedent de pouvoir considerer un 
“point distingue” dans un k-uplet 5 de PN. Cela consiste a passer au 
revetement tautologique a k feuillets ‘Hilb:P”’ de Hilb: PN. 
(a) On peut se poser la question: existe-t-i1 un espace de k-uplets de 
PN avec deu.r points distingds, qui soit rectement de Hilb,kPN? En effet, si 
(m, 0 est dans ‘HilbFPN, le complementaire C(m, <) est dans Hilb$-’ PN; 
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il suftit done d’avoir un deuxibme point distingut dans le (k - 1 )-uplet 
C(m, 0. 
On d&tit done “HilbtPN par le diagramme cartbien 
“Hilbt PN 5 ‘Hilbf - lPN 
I 
pk-1 
I 
n-1 
‘Hilbt PN -% Hilbz - l PN, 
de sorte qu’un element de “HilbtPN est formt de (m,, m,, 5) avec 
m2E C(m,, 0 
Si I’on note 
et 
c’: (ml, m2, t)h Cm*, C(m,, 5)) 
les flbches obtenues, on remarque qu’elles sont respectivement plate et lisse, 
comme changements de base de pk _, et C. (En particulier “Hilb: PN est 
non-singulier.) 
Ainsi “Hilbt PN est un revCtement a k - 1 feuillets de ‘Hilbt PN, done un 
rev&tement a k(k - 1) feuillets de Hilb: PN. 
Notons “A?TN l’image inverse de AlkPN. Le morphisme c’ envoie 
“APPN dans ‘Alk- ‘PN et c’est une fibration en P’. Elle provient dun fibre 
vectoriel de rang 2: soit w  le ftbre vectoriel tautologique de rang 2 sur la 
grassmannienne G( 1, N) et Sz son image reciproque sur ‘Alk-‘PN par 
‘Al’(-‘PNL Alk-*PN- G(1, N). 
Alors PQ est exactement “AlklPN. Comme on a une projection 
p: “AlkPN +” PN (dttinie par (ml,m2, t)Hm,), soit PI==*h dans 
A’(“AlkPN) l’image inverse du diviseur hyperplan. Vu les lemmes 1 et 2, 
on a 
A&(“AlkPN)= C*A~(‘Alk-‘PN)@C*A&~1(‘Alk--IpN).91. 
L’anneau de Chow de “AlkPN est done connu a partir de ‘Alk- ‘PN. (Celui- 
ci est Cgalement connu a partir de Alk-*PN.) 
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(b) On dtfinit ainsi une suite de revetements: 
(“-‘)Hilb:PN~ ... (‘+‘)HilbtPN 7 (‘)HilbFPN... ‘Hilb:PN 7 HilbZ(FD”‘, 
pi ttant un revetement a k - i feuillets. 
Soit en effet (i+ “HilbTIFDN d&i par le diagramme carttsien, a partir de 
“‘Hilbr PN: 
(i+l)Hilbft[FDN& ‘Hilbt-iPNL Hilb:-i-lPN 
I 
PI 
I 
Pk-r 
(‘)HilbFPN & Hilbfp’IFDN 
et l’on pose C’+ 1 = C,C”. Par changement de base, la fleche pi est plate et 
C” (done Ci’ ‘) est lisse. 
Un element de “‘HilbtPN est done (m,, m2,..., mi, 5) ou 5 est un k-uplet, 
chaque point mj appartenant au complbmentaire du point mj- , precedent. 
On a en particulier une application naturelle 
(kp’)Hilb:PN + (IFDN)k 
oiip=ckp’(ml,m2 )...) mkpl, 5) E Hilbf. PN = PN est le dernier point du k- 
uplet r quand on a enleve les k - 1 premiers! Cette application est tvidem- 
ment surjectiue et un isomorphisme en dehors de la diagonale de (lPN)k. 
L’espace ‘k-‘)Hilb:PN peut &re appele espace des k-uplets curuilignes 
ordonnb. 
Enfin, comme precedemment on delinit “‘AlkpN dans “‘HilbkPN et C: 
(i+ I)AlkpN --, (i)Alk-lFJN est une libration en IFD’ provenant d’un’libre vec- 
toriel. Par les lemmes 1 et 2, on connait done explicitement les anneaux de 
Chow de toutes ces varietts d’alignements. 
Remarque 5. Comme on l’a signalt a la Remarque 4, si m est un point 
d’un k-uplet non-curuiligne c, on ne peut construire un (k - 1 )-uplet com- 
pltmentaire C(m, 5). Ainsi en general, la bonne notion est-elle la suivante: 
si u] c r est l’inclusion d’un (k - 1)-uplet dans un k-uplet quelconque, on 
peut construire un point simple “residuel” R(q, 5) dans 5; on le detinit par 
l’idtal Ann(Z) ou Zc 0< est I’ideal de YZ dans 5. Voir [ 18, 191 pour des 
applications. 
IV. ANNEXE 
I1 s’agit de dtmontrer le lemme 4 de (111.2.~): 
LEMME. On a w’*[u’] =2[I’]. 
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Preuve. Soit M le point-double de c’ correspondant 9 la composante 0 
de Hilbgf,. On consider-e un quadruplet I& = do v my v rn: gentrique de 0. 
Pour un ouvert afline de [lp3 contenant M, soit (x, y, z) un systeme 
inhomogene de coordonnees centre en M, avec le plan P dond par 
{z =O}. Si Axe &, est l’axe des x, soit (1, 0,O) et (2,0,0) les deux points 
simples my et m i; do est alors donne par l’ideal (x2, y, z). 
AZ 
C. 
x 
Une carte de HilbzP3 en le quadruplet lo est done 
(a,, a,, h, bo, Cl, co, Xl, Y,,  Zl, x2, Y,,  z2) 
correspondant au doublet d d’ideal 
(x2+a,x+a,, y+b,x+bo, z+c,x+co) 
et aux deux points simples m, et m2 
ml=(l+xl,yl,z,), m2 = (2 +x2, Y,, z2). 
On obtient ainsi les quadruplets 5 voisins de to. 
Par ailleurs, repbrons un point m voisin de M par (X, Y, Z). Une carte 
de ‘HilbzP3 en (m,, to) (ou m, = M est l’origine) est alors fournie par 
x a, XI x2 
bl bo Yl Y2 (*) 
Cl co Zl z2 
car les equations de ‘HilbtP3 sont 
P+a,X+u,= Y+b,X+b,=Z+c,X+c,=O 
(pour exprimer m E 5) et done donnent uo, Y et Z. Nous devons maintenant 
donner des Pquations de la sowvuriktk ‘Hilbi + 3P de ‘HilbtP3 dans cette 
carte. Cela veut dire que le compltmentaire de (m, 5) doit Ctre dans P. 
Pour les deux points simples m, et m2, on doit done avoir z1 = z2 = 0. 
Quant au complementaire de (m, d) c’est le point simple 
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(En effet, l’autre racine de x2 + a, x + a, est -a, - X.) Les Cquations de 
‘Hilb’+ 3P dns ‘Hilb4P3 sont done z, = z2 = ~,(a, +X) - c0 = 0. Une carte 
de ‘kilbf + 3P en (m,‘T) est ainsi donnke par 
(X a,, ~l,~O? Cl, Xl, Yl, x2, Y2) (**I 
puisque z, et z2 sont nuls et qu’on a c0 = ~,(a, + X). 
Comment s’expriment ulors u’ et ‘A14P duns cette carte? 
(1) Pour ‘A14P: lex deux points simples m, et m2 doivent &re sur 
l’axe du doublet, d’oti les tquations 
y,+b,(l+x,)+b,=O, y2+b,(2+x2)+bf)=0, 
zl+cl(l+xl)+c,=O, z2 + c,(2 +x2) + co = 0, 
soit, en les exprimant dans la carte (**): 
y,+b,(l +x,)+b,=O, y,+b,(2+x,)+6,=0, 
c,(l +x,)+c,(u, +X)=0, cl(2+x2)+c,(a,+X)=0. 
(2) Pour u’: soit x = 1 + q(y) et I = 2 + Ii/(y) des Cquations locales 
de C’ dans P au voisinage de my et rnt (C’ est transverse g l’axe Ox en ces 
deux points). De sorte que des kquations de u’ sont donrkes par 
xl = CP(Y,) et -x2 = ICILVZ) 
en ce qui concerne les deux points simples. Maintenant le doublet doit 
avoir l’origine pour support, ce qui impose 
a,=a,=O et h,=c,=O 
soit dans la carte (w), 
a,= -X2-a,X=O et b, = c,(u, +x) =o. 
Ainsi l’intersection dans ‘Hilbf + 3P (exprimke dans la carte (w)) de u’ et 
‘A14P est donnte par l’idtal engendrk par 
(1) y,+h(l +x,)+~o, 
(2) cl(l+x,)+cl(al+n 
(3) Y?-+b1(2+x*)+h, 
(4) cl(2+x2)+cl(al+W, 
(5) -‘cl - Wlh 
(6) x2 - $(Yz)> 
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(7) a13 
(8) -X2-UJ, 
(9) bo, 
(10) Cl(% + w. 
Comme (2) ou (4) est de la forme c1 . U oti U est une unit& l’idCa1 est aussi, 
vu (7) et (81, 
Par le thtorkme des fonctions implicites, les quatre premikres Cquations 
expriment x, , x2, y, et y2 en fonction de bl. On voit alors que rkduire cet 
idtal consiste A remplacer X2 par X. Done w’* [ U’] est deux fois l’intersec- 
tion ensembliste [Z’]. 
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